Ubungsblatt 2

Atom-, Molekiil- und Laserphysik

Sommersemester 2014

Physik VI - Ubungsblatt 2

Alex TIlin, Kristina Klafka und Janosh Riebesell
29. April 2014

Prasenzaufgaben

1 Nicht-entartete, zeitunabhangige
St6rungstheorie

Diskutieren sie die wesentliche Idee der zeitunabhingigen
Storungsrechnung. Der Hamilton-Operator H bestehe aus
den zwei Anteilen

= flo+ L. )

Der Storterm /\Ho sei ein kleiner Zusatzterm im Vergleich
2u Hy. Die Eigenwerte Eo n und zugehdrigen Figenfunktio-
nen |ng) des Operators Hy seien exakt bekannt und nicht
entartet, d.h.

Ho|no) = Eo,n|no) (2)

Gesucht sind die diskreten, stationdren Zustinde |n) und
FEigenwerte E,, von H.

a) Nehmen sie an, dass sich Eigenwerte und -unktionen ent-
wickeln lassen als

En=Eomn +AE1n + N By +... 0

3
In) = |no) + Alnt) + A’|n2) + ... @)

Setzen sie die Entwicklungen von H, E, und |n) in die
stationdre Schrédingergleichung ein und fiihren sie einen
Koeffizientenvergleich zu den Potenzen X°, At und X2 durch.

Unter Vernichlassigung von Termen der Ordnung 3 und
hoher in A ergibt (3) eingesetzt in die Schrodinger-
Gleichung des gestorten Operators H|n) = E,|n) auf der
linken Seite

Hin) = (Ho + AH1)(Ino) + Alna) + A%[nz))
= 1':10|no) + )\I-ifl|no) + )\ro|n1>
+ A2I§f1\n1> + A2ﬁ0|n2> + /\31:11|n2>
~ Holno) + A(Ho|n1) + Hi|no))
+ N (Holnz) + Hi|na)).

(4)

Ausmultiplizieren der Energie- und Zustandsentwicklung
liefert

(Eon + AE1n + )\2E2,n)(‘n0> + Aln1) + /\2|n2>)
= Eon|no) + AEo,n|n1) + )\2E07n|n2>

+ AE1,n|n0) + N E1n|nt) + XN E1n|n2)

+ AN Ean|no) + N2 Ea n|n1) + A Ezn|na))
~ Fon|no) + A(Fon|ni) + AE1,n|n0))

+ )\Q(Eo,n|n2> + E1n|n1) + E2n|no))

()

IDie Indizes 0,1,2,... in Gleichung (3) signalisieren die Ordnung
der Entwicklung und nicht etwa die Zugehorigkeit zu einem
bestimmten Operator. Im Falle von Eg , und |ng) handelt es

sich dennoch um Eigenfunktionen zu Ho.

Da zwei Linearkombinationen (der gleichen Elemente) ge-
nau dann gleich sind, wenn ihre jeweiligen Koeffizienten
gleich sind folgt aus dem Vergleich der Ergebnisse von
Gleichungen (4) und (5):

ﬁ0|n0> = FEo,n|n0) (6)
Ho|n1) 4+ Hi|no) = Eo.n|n1) 4+ E1,n|n0) (7)
ff0|n2> + ﬁ1|n1> = Eon|n2) + E1n|n1) + E2nlnoe)  (8)

b) Wihlen sie die Normierung (no|n) =1, sodass (no|n1) =
(no|n2) = --- =0 gilt. Berechnen sie die Energiekorrektur
1. Ordnung E1 n durch Multiplikation der Koeffizientenglei-

chung zu A mit (no|.

Gleichung (7) multipliziert mit (no| ergibt:

(no|Ho|n1)+(no|Hi|no) = (no|Eon|n1)+(nolE1n|no) (9)

Die Energieentwicklungskoeffizienten kénnen aus dem Ska-
larprodukt gezogen werden. Aufgrund der in der Aufga-
benstellung bestimmten Orthogonalitidt des ungestorten
Zustands zu allen Stérungen verschwindet der erste Sum-
mand der rechten Seite von Gleichung (9) und es gilt

E1n = (no|Holn) + (no| Hi[no) (10)

c) Multiplizieren sie die Koeffizientengleichung zu X mit (mo|®.
Finden sie die Zustandskorrektur tiber die Entwicklung
|n) = Zm¢n |mo)(mo|n1). Fir m = n, wire (noln1) =0,
sodass in diesem Fall der Koeffizient verschwindet.

Multipliziert man Gleichung (7) mit (mg|*® statt mit (no|
und entwickelt alle |n,), folgt daraus

> (mo| Holmo)(mo|na) + (mo|Hxno)

m#n

>~ (mo|Eo,n|mo) (mo|na) + (mo| Exn
m#n
= Eon »_ (molmo)(molna) + Ern (mno)

——
[ 0

mg,mo

no>

(11)
m#n
= Eo,n(mg|n1)

In der ersten Zeile von Gleichung (11) wirkt der un-
gestorte Hamilton-Operator Hy auf seinen Eigenzustand
Ho|mo) = Eom|mo). Nutzt man an dieser Stelle wie-
der die Orthognalitdt der Eigenzustinde, erhilt man
Zmin(m6|ﬁo|mo>(mo|n1) = Eo,m{mg|n1), sodass die Ko-
effizienten (mo|n1) gegeben sind durch

?Bei |mo) handelt es sich um eine von |ng) verschiedene, aber aus
derselben Entwicklungsordnung (ebenfalls ungestort) stammende
Eigenfunktion von Hy

3Der Strich dient zur Erinnerung, dass iiber dieses (mo| nicht
summiert wird.
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(mo| H1 |no)

(mo|na) Fro— Fmo (12)
Die Zustandskorrektur erster Ordnung lautet also
_ (mo| H1no)
M) = A 3 [mo) o L (13)

m#n

d) Berechnen sie die Energickorrektur 2. Ordnung Ea ., aus
der Koeffizientengleichung zu 2. Benutzen sie dazu das
Ergebnis aus c).

Gleichung (8) vereinfacht sich durch Multiplikation von
links mit dem Zustand (no| zu

By, = (n0|]:10\n2) + <n0|f11\n1>
= (Hono|nz) + (no|Hi|n1)
= En o (no|n2) +(nolHi|n1) = (nolHi|na),
——

0

(14)

wobei in der zweiten Zeile die Selbstadjungierheit des un-
gestorten Hamilton-Operators verwendet wurde. Mit der
gerade gefundenen Darstellung von |n1) ergibt sich daraus

. H
By = Z <no|H1|mo>7<mO‘ 1[no)

En,O - Em,O
m#n A . (15)
=y Limolfhino)
men E’n,O - Em,O
Ubungsaufgaben
1 Radiale Wellenfunktion (6 Punkte)

Die radiale Wellenfunktion des Wasserstoffatoms héngt von
den Quantenzahlen n und [ ab iiber

Ny
Ro(r') e/ (%) L2t (2r'/n) (16)
mit 7 = r/ag. Beachten sie, dass die zugeordneten
Laguerre-Polynome L’; (z) durch k-fache Ableitung aus
den gewdhnlichen Laguerre-Polynomen L, (z) hervorgehen,
d.h. LE(x) %Lp(x) fiir k < p. Nehmen sie an, dass alle
Nullstellen der Polynome auf der positiven reellen Achse
Ry liegen.

a) Bestimmen sie die Anzahl der Knoten der radialen Wellen-
funktion in Abhdngigkeit von n und l. (3 Punkte)

Als Knoten bezeichnen wir hier die Nullstellen der radialen
Komponente der Wellenfunktion. Wir bertrachten zuerst die
Laguerre-Polynome. Es gilt: Die Laguere-Polynome bilden
ein System von Orthonormalpolynomen iber [0, 00) bzgl. der
Gewichtsfunktion w(x) = e~*. D.h. fiir das Skalarprodukt
haben wir:

mit dem Skalarprodukt (-,-). die zugehorigen Orthogonal-
polynome pi(x) von echtem Grad k genau k einfache Null-
stellen in (a,b) besitzen.

Beweis: Es seien x1,...,Tm die m < k verschiedenen Null-
stellen in (a,b), an denen py sein Vorzeichen wechselt. Das
Polynom

q(z) = (x—z1) . - (& — Zrm) (18)

wechselt dann an den gleichen Stellen sein Vorzeichen,
sodass die Funktion w(z) px(x) q(x) ihr Vorzeichen in (a,b)
nicht dndert, da w nach Voraussetzung ja eine positive
Gewichtsfunktion ist. Folglich gilt

b

(g;px) = /Q(Q?)w(x)pk(w) dz # 0.

a

(19)

Es steht aber pi senkrecht auf allen Polynomen vom Grad
k — 1 (nach Voraussetzung Orthogonalsystem), weshalb
grad ¢ = m > k. Damit ist die Behauptung bewiesen.
Insbesondere hat also das Laguerre-Polynom L., welches
ein Polynom n-ter Ordnung ist, n einfache Nullstellen auf
der positiven Achse.

Da L, also n-mal das Vorzeichen wechselt, besitzt es n — 1
Extremstellen und dementsprechend die erste Ableitung
auch n — 1 einfache Nullstellen. Induktiv folgt damit, dass
Lk (x) genau n — k einfache Nullstellen auf der positiven
Achse aufweist.

Insgesamt hat daher die radiale Komponente R, i(r") genau
(n+1)—(@2+1) =n—1-1 Knoten auf der positven
Halbachse (0,00). Zihlt man den Ursprung dazu, so haben
wir die Fallunterscheidung:

s — Orbitale : n — 1 Knoten (20)
restliche Orbitale : n — [ Knoten

b) Wie viele Maxima hat die radiale Aufenthaltswahrschein-
lichkeit wn,(r) = r*Ry (r')? (1 Punkt)

Nach obiger Uberlegung hat R, genau n — 1 — 1 einfa-
che Nullstellen auf der positiven Achse. Durch Quadrieren
werden diese zu doppelten Nullstellen und somit zu Minima-
Stellen von bel‘ Man bemerke am Rande, dass RiJ Vn,l
eine positiv semi-definite Funktion ist. Wegen des Faktors
72 und dem Exponentialterm in der Radialkomponente be-
sitzt wp, ein zusdatzliches Minimum im Ursprung und im
Unendlichen. Da bei einer stetig differenzierbaren Funktion
zwischen zwei Minima stets ein Maximum liegt, besitzt wy
msgesamt (n — 1 — 1)+ 2 —1=n —1 Mazima.

¢) Zeigen sie, dass es bei mazximaler Drehimpulsquantenzahl
I genau ein Maximum in der radialen Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit gibt. Zeigen sie ferner, dass fir diesen Fall
der Abstand des Mazimums zum Kern quadratisch mit der
Hauptquantenzahl n wichst. (2 Punkte)

Die mazximale Drehimpulsquantenzahl hat den Wert | =
n — 1. Nach vorheriger Teilaufgabe folgt sofort, dass die
radiale Aufenthaltwahrscheinlichkeit genau ein Maximum
aufweist. Weiterhin gilt:

[ —x , I\ n—1
(Ln, Lin)w = /Ln(:c)e Ly (z)dx = dpm (17) Rom_1(r')oce™™ /n (%) (21)
, n
Wir wollen nun allgemein zeigen, dass fiir eine positive Ge- ,
wichtsfunktion w € C(a,b) und w(zx) > 0 fir alle z € (a,b) = Wy 1 (r) <77 Rp 1 (1) ocr®™ e /m (22)
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Nullsetzen der 1. Ableitung liefert uns die quadratische b) Néhern sie den Ausdruck fir die neuen Energieeigenwerte

Abhdngigkeit des Abstandes vom Kern zum einzigen Maxi-
mum bzgl. der Hauptquantenzahl n.

(Tn,nfl)maz = n2 - ao (23)

2 Orbitale Kopplung (8 Punkte)
Wir betrachten ein reduziertes Wasserstoffatom. Die FEigen-
vektoren sind die Wasserstoff-Wellenfunktionen ohne Fein-
oder Hyperfeinstruktur (s. Vorlesung). Wir begrenzen das
Problem auf die drei ersten Orbitale 1s, 2s, 2p:

U = (U, Uo,, Uo,)",  HoW = (B, B2, E3)" 0. (24)

V st ein weiterer Kopplungsoperator, der nur die 1s und
2p Orbitale miteinander koppelt.

a) Bestimmen sie die Figenwerte (El, Es, E3)T des gesamten
Hamilton-Operators H = Hy +V durch Diagonalisierung
der Matriz. (Hinweis: Schrédingergleichung in Matrizform
schreiben.) (3 Punkte)

Die Schrodinger-Gleichung in Matrixform lautet

El 0 ‘/2;0 \Ills

HY = (Hy+V)® =0 E» 0 s, (25)
‘/15 0 ES \1121)
In diagonalisierter Form hat H folgende Gestalt
. o Er 0 0
Hya=S"'"HS=| 0 E» 0 |, (26)
0 0 E_

mit By = 1 (El + B+ /(B — Bs)? + 4V15V2p) und der
3 x 3-Matrix S, deren Spalten aus den Eigenvektoren des
Gesamthamilton-Operators H bestehen, d.h.

S = (¥, ¥, ¥3) (27)
Multipliziert man Gleichung (26) nun von links mit S',A er-
gibt sich die Eigenwertgleichung HS = SHaia. Da Hgia
Diagonalgestalt hat, kann diese Gleichung auch spaltenwei-
se aufgefasst werden als

HY, = Hdia,ii\iji (28)
Es handelt sich bei den ADiagonaleintrdgen von Fldia also
um die Eigenwerte von H:

(E17E27E3)T = (E+7E27E—)T (29)

Man kann die Ausdriicke fiir £+ noch etwas vereinfachen,
wenn man beriicksichtigt, dass die Kopplung V zwischen
den Zusténden 1s und 2p eine rein reelle Anderung der
Zustandsenergien hervorruft, sodass es sich bei V um
einen hermiteschen Operator handeln muss. Fiir die Ma-
trixelemente einer hermitschen Matrix gilt die Beziehung
a;j = aj;, woraus folgt, dass Vi, = V3, = V. Eingesetzt in
den Ausdruck von E‘l,gz

E1,3 = (El + E3 £ \/(El — E3)? + 4|V|2) (30)

DN | =

(Er, B2, E3)T, wenn |V m|? < | By — Em|? und stellen sie
das Ergebnis in einem Energieniveauschema dar. (2 Punkte)

Die Energie des 2s-Zustands ist durch den Kopplungsope-
rator nicht beeinflusst und muss dementsprechend auch
nicht genéhert werden.

Fiir den in der Aufgabenstellung spezifizierten Spezialfall
sind E1,3 gegeben durch

)

Ey + Es + (Ey — Es) 1+&
3 3 (B1— B3 )2

<E1 + B3 + (E1 — E3) <1 + %)) (31)

2|V
(E1 + Es + (El — E3 + m))

wobei die Néherung /1 + z ~ 1+ 3 fiir kleine = verwendet
wurde. Das bedeutet explizit

Q

N~ N~ N

v|?
B — B

A4

By~ By — — 1
3 3 B — B,

By~ B+ (32)
Hierbei ist F1 — E3 < 0, sodass der Zustand E3 durch die
Kopplung angehoben und E; abgesenkt wird. Die Energien
der beiden gekoppelten Niveaus haben sich also weiter

voneinander entfernt.

O.kE

£
T

Es é Es

Ez é E-

E1 _
Eq

Abbildung 1: Energieniveauschema des ungekoppelten
Systems links und des gekoppelten Systems rechts®

c) Vergleichen sie das Ergebnis mit der Stérungsrechnung

zweiter Ordnung aus der Prdisenzibung. (3 Punkte)

Ein direkter Vergleich der Ausdriicke zeigt Ahnlichkeiten
in den Stortermen auf:
2 2

~ Vv
Vi FEs~ FEy + 7‘ |

By~ By — —— 1 . 33

SR DN X Er — 5 (33)
|(mo| H1|no)|?

By =y SOOI 4

* ETMO_Em,O (3 )

m#n

4In dieser Skizze wurde verwendet, dass die Energieeigenwerte im
Wasserstoffatom mit steigender Hauptquantenzahl n (in immer
kleineren Schritten) zunehmen und dass die Kopplungskorrektur
kleiner ist, als die Energien des ungestoérten Systems.
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Der Stéroperator H, verursacht nun eine Kopplung und
kann mit V identifiziert werden. Es fillt auf, dass die
Energiekorrektur in allen Féllen durch das Betragsquadrat
des Erwartungswertes dieses Operators gegeben ist, geteilt
durch die Differenz der Energien der beiden zu koppelnden

ungestorten Zusténde.

Auflerdem liefert die Summe iiber alle m # n aus Glei-
chung (34) fiir das System dieser Aufgabenstellung nur
einen nicht verschwindenden Term. Beispielweise wird fiir
(no| = (W] iiber (¥5| und (V3| summiert. Aber nur der
Summand mit (3| gibt einen Beitrag, da der Kopplungs-
operator nicht zwischen (| und (¥, | wirkt.

Das unterschiedliche Vorzeichen der beiden ansonsten glei-
chen Kopplungsterme in Gleichung (33) entstammt der
Differenz der Energieeigenwerte im Nenner.

3 Dirac-Gleichung (10 Punkte)
Die Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen lautet

—icoV
—moc21

-
moc“1l (35)

ih%\ll(r,t) = ( ) U(r,t)

—icoV
und dient zur relativistischen Beschreibung von Spin-1/2-
Teilchen. Die Wellenfunktion ¥ ist ein vierkomponentiger
Vektor, 1 ist die 2 X 2-Einheitsmatriz und o;,1 € {1,2,3}
sind die Pauli-Matrizen.

a) Zeigen sie, dass sich der zeitabhingige Anteil der Gleichung

fiir positive Energien ldsen ldsst durch (2 Punkte)
_iEy

U (r,t) =Ti(r)e r'. (36)

Die linke Seite der Dirac-Gleichung angewandt auf den

zeitabhéngigen Anteil der Wellenfunktion liefert die Energie
E des freien Teilchens

L0 _iE, _iEy
th—e """ =Fe 'h

51 (37)

Auf der rechten Seite stehen keinerlei Operatoren, die auf
die Zeitabhéngigkeit eTiR? # 0 VYt der Wellenfunktion
wirken, sodass nach (37) durch diesen Faktor geteilt werden
kann. Es folgt

—icoV

—moc21> V(r)

Die Zeitabhéngigkeit der Dirac-Gleichung des freien Teil-
chens konnte also einfach durch einen Separationsansatz
gelost werden.

m002 1

—icoV (38)

EV(r)= (

b) Lésen sie die Dirac-Gleichung fiir positive Energien mit
Hilfe des Ansatzes

U, (r,t) = Ne!(Pr= 1) <¢> : (39)

X

wobei N eine Normierungskonstante ist und ¢, x konstante
Zweiervektoren sind. Bestimmen sie die Eigenwerte E, der
Dirac-Gleichung. Benutzen sie die Relation (op)? = p*. (4
Punkte)

Einsetzen von (39) in die Dirac-Gleichung (35) ergibt

Dies ist ein System aus vier gekoppelten Gleichungen. Zur
Vereinfachung kénnen die Normierungskonstante und die
komplexe Exponentialfunktion direkt gekiirzt werden.

E¢ = moc*1p + copx = moc’d + copx  (40)
Ex = copd — moc*lx = copp — moc’x (41)
Gleichung (41) aufgelost nach x liefert den Ausdruck
cop
__cop 42
X FE + moc? (42)

Dies setzt man zuriick in Gleichung (40) ein und erhéilt die
relativistisch invariante Energie-Impuls-Relation

2 cop
E¢ = mocC ¢ + capm

¢
o (E—moc®)(E+moc)p = Pa’p’p = Ep°o (43)

& E?= mgc4 + 02p2

c) Bestimmen sie fiir p = (0,0,p)" die vierkomponentigen
FEigenvektoren zu ¢4 = <(1)> sowie zu ¢ = (2) (3 Punkte)

Fiir den Fall p = (0,0,p)T und é; lauten die Gleichun-
gen (40) und (41):

1\ 2 (1 Xt
(o) = (o) +eme ()

Xt\ _ N o afxt
£ (31) = (5) = (1)

Mit o3 = <(1) f)l) folgt aus (44) sofort x;, = 0 und aus
(45) x4+ = E_FCTPOCQ. Entsprechendes gilt fiir p = (0,0,p)T
und ¢ :
0 2 0 XT)
E = MmeyC + co 46
() =t () e () w0
Xt 0 2 (X1
FE = co — MoC 47
()=o) e () o

Hier ist wegen (46) offenbar x4+ = 0 und wegen (47) muss

XL =—% +jf:062 sein. Die vollstdndigen Eigenvektoren lau-

ten somit:

. — i(prfgt) cp T
¢r: Yi(r,t) = Ne (1,0, 7E+moc2’0)
(48)
. — i(prfgt) _ cp T
¢yt \I’+(Tat) Ne (07130a E+m002)

d) Berechnen sie das Verhdltnis zwischen grofien und kleinen
Komponenten aus c) fiir den nicht-relativistischen Grenzfall
ep < moc?. (1 Punkt)

Das Verhiiltnis |x|/|¢| betrégt in beiden Fillen (¢4 und
é1)

5 Nei(prfgt)(qb) _ Nei(prfgt)(moczi cop >(¢> Xl _ e _ cp ~ P (9
X cop —moc®l)\x |p|  E + moc? /m2c* + P2 + moc?  2moc
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