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Prasenzaufgaben

1 Zeitabhingige Stérungstheorie

Diskutieren sie anhand der folgenden Aufgabe die Prinzi-
pien der zeitabhdingigen Storungstheorie. Es soll ein Sys-
tem mit Hamiltonoperator I:Io mit diskreten Figenwerten
E, und Eigenvektoren |¢n), d.h. ﬁo\¢n> = En|¢pn), be-
trachtet werden, das ab dem Zeitpunkt t = 0 durch eine
zeitabhdingige Stérung )\W(t) mit A < 1 verdndert wird.
Fiir Zeiten t > 0 entwickelt sich das System also gemaf
der Schriodingergleichung

[Ho + AW ()] (2)),

0)) =

d
ih— ¥ (1) = (1)

wobei hier die Anfangsbedingung |¥(t = |pi) ange-
nommen werden soll.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit in einen Zustand |by) ist
dann gegeben durch Pis(t) = |{¢s ¥ ().

a) Zeigen sie, dass in der Basis {|¢n)}, in der [¥(t)) =

S en(®)|pn) und Wi (t) = (¢n|W ()| ¢r) ist, die folgende
Gleichung gilt

d

ihen(t) = Enca(t) + XY War(tex(t)  (2)
k

Der Ausdruck(2) ergibt sich direkt aus der zeitabhéingigen
Schrédinger-Gleichung durch Multiplikation von links mit
dem Bra-Vektor (¢,|, wenn man beriicksichtigt, dass die
Koeffizienten ¢y (t) des Eigenzustands in der Basis {|¢n)}
gegeben sind durch (¢, |¥(¢)):

i (Gnl (1)) = (ol HolW (1)) + Al W ()W (1))

= (Ho¢n|T(1) HZ (&n|W ()| k) (| W (1))

®3)

= Enca(t) + )\ZWnk (t)er(t)
k

b) Zeigen sie weiter, dass mithilfe der Ersetzung cn(t) =

By -
bn(t)e " und mit war = LFLE’“ folgt

zhb

7xzelwnkt ok (E) b (£) (4)

Fiir die linke Seite von Gleichung (3) ergibt sich

zhg

= (b (t)e*i%”) = ihbp(t)e T 4 By b (t)e TR

und fiir die rechte dementsprechend
_iEn,
Enb,(t)e " r

A W @b T (6)

- Ep
Abziehen gleicher Terme und Multiplikation mit e* ™ *

liefert das gewtiinschte Ergebnis

—AZWnk )b (t

= )\Z Wk (t)bg t)ew"kt
k

_ En
zﬁ 6 t

zﬁ b
(7)

c) Ezpandieren sie die Funktionen by (t) in eine Potenzreihe
in A\, d.h. bn(t) = bpo(t) + Abna(t) + A2bna(t) + ... mit
Koeffizientenfunktionen by, ;(t) und finden sie eine Rekur-
sionsformel fiir die by ;(t).

Setzt man die Reihenentwicklung b, (t) = 72, Nbn,
in Gleichung (7) ein, entsteht

()

_AZWnk(t “’"”ZA"bk,g’(t) (8)

7=0

Ld o=y
ma;,\ﬂbn,j

Diese Gleichung liefert einige Erkenntnisse durch einen
Koeffizientenvergleich in A:

A%: Ein Term ohne ) findet sich in Gleichung (8) nur auf
der linken Seite. Daraus folgt zwangslaufig

d

abnyo(t) = 0

(9)

b0 ist also zeitunabhéngig.

M: Alle Terme mit hoherer Potenz in A haben dieselbe
Struktur einer Rekursionformel:

SDAE

Hierbei wurde in Gleichung (8) das A vor der Sum-
me iiber £ mit in die Summe {iber j gezogen und
anschliefflend der Summationsindex um 1 erhoht.

zh 2bn gl )" by ;-1 (t) (10)

Mit Gleichung (10) ist es also mdoglich aus by,o iterativ
alle weiteren Entwicklungskoeffizienten b, ; durch In-
tegration iiber die Zeit zu berechnen. b, o ist durch die
Anfangsbedinung eines Systems eindeutig bestimmt.

d) Bestimmen sie den Zustand des Systems zur Zeit t in erster

Ordnung und geben sie die Ubergangswahrscheinlichkeit
Pif(t) (Fermis goldene Regel) an. Fir den Anfangszustand
| (t =0)) = |¢:) zeige mand fiir die Koeffizienten by o(t =
0) = 5»,” und bn’j>0(t = O) = 0.
Da die zeitabhéngige Storung erst ab ¢ = 0 auf das System
wirkt, ist das System vor diesem Zeitpunkt ungestort und
somit by, (t = 0) = by,,0(t = 0) sowie b, ;(t =0) =0 Vj > 0.
br,o(t = 0) lésst sich damit aus der Anfangsbedingung
|¥ (¢t = 0)) = ¢ explizit berechnen:

iEn o

bno(t =0) = cn(t =0)e’
= <¢n|¢i>

= (¢nlW(t =

ni
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In Aufgabenteil ¢) wurde gezeigt, dass b, o zeitunabhingig
ist, sodass diese Gleichung auch fiir spétere Zeiten gilt. Aus
der Rekursionsformel (10) folgt fiir by, 1(t)

zh b, 1( )" b o (t) = Whi(t)e™m " (12)

- St

Zeitliche Integration dieses Ausdrucks ergibt

t . ’
bua(t) = [ Waslt)enar (13)
0

Der Zustand des gestorten Systems zur Zeit ¢ ist also nach
zeitabhéngiger Storungsrechnung bis zur ersten Ordnung
in der Basis {|¢n)} gegeben durch

= cal®)lén) = Zb T )
~ Z o + Abna ()] € |n)
— ) + ( [ Watre e ar) e o,

(14)

Dieser Ausdruck ist nicht normiert. Nun soll noch die
Ubergangswahrscheinlichkeit P;f(t) berechnet werden, wo-
bei von i # f ausgegangen wird, da sonst kein Ubergang
stattfand. Es gilt deshalb (¢;|¢f) = 0, da die {|¢n)} als
Eigenzustdnde eines Hamilton-Operators orthogonal sind.

By
Pus(t) = l{s[ W (D)2 = ]<¢f|e—lft|¢i>
A k N iwnit 1) —iEnt
+mz(/0 Wi (1) dt') e 5 (1)
N it B
_ |2 ) iwp; i
ih/o Wii(t)e dt'e "™

/0 (5 AW (0)]do)e™ s dt

2

(15)

2

1
G
Ubungsaufgaben

Zeeman- und Paschen-Back-Effekt im
Grundzustand von Positronium und Myonium

Betrachtet wird die Aufspaltung des Grundzustandes von
Positronium und Myonium unter Bericksichtigung der Hy-
perfeinwechselwirkung und der Wechselwirkung des Systems
mit einem duferen Magnetfeld B = (0,0, Bo)T. Diese exo-
tischen Atome setzen sich wie folgt zusammen:

e Das Positronium besteht aus einem Elektron e~ und
einem Positron e* (Ladung ¢ = +e, Masse m 4+ = me.,
Spin s = %).

e Das Myonium besteht aus einem FElektron und einem
Antimyon u" (Ladung ¢ = +e, Masse m,+ =~ 207Tme,
Spin s = % ).

Der Elektronenspin werde mit S1, der des Positrons bzw.
Antimyons mit Sa bezeichnet. Das magnetische Moment
des Elektrons ist dann durch p, = 715'1, das des Positrons
und Antimyons durch et jpt = ’YQSQ gegeben. Hierbei

a) Es sei F

bezeichnet ~y; das gyromagnetische Verhdltnis des jeweiligen
Teilchens, welches sich wie folgt zusammensetzt aus dessen
Landé-Faktor g; und seinem Magneton p;:

Wi . qih
i =giT b i = 16
Ve=gins mit =g (16)
Fiir das FElektron gilt somit
—e —up
=q._ =g _—= 17
M= Gem g — =9y (17)
und fiir Positron bzw. Antimyon
e Me—  WUB
= S L 18
V2 = Get jut e o = Get jpt Mor ot R (18)
mit g.— ~ —2 und Get jut = 2. Da sich sowohl Landé-

Faktoren als auch die Magnetone von Elektron und Positron
im Vorzeichen unterscheiden, haben beide Teilchen das
gleiche gyromagnetische Verhdiltnis.

1 Zeemann-Effekt (12 Punkte)
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Abbildung 1: Aufspaltungen der Wasserstoffniveaus unter
Einfluss eines Magnetfeldes. [Wikipedia - Zeeman-Effekt]

Zundchst soll die Struktur des Grundzustandes unter Ein-
flufy der Hyperfeinwechselwirkung VHFS = AS’l . S’z und
eines schwachen Magnetfeldes B = (0,0, Bo)™ betrachtet
werden. Schwach bedeutet in diesem Fall, dass die Wechsel-
wirkungsenergie der magnetischen Momente von Elektron
und Positron/Antimyon mit dem duferen Magnetfeld klein
ist gegeniiber der Hyperfeinwechselwirkungsenergie.

= .5'1 + Sg der Gesamtspin des Systems. Ver-
nachldssigen sie zundchst den FEinfluss des dufleren Ma-
gnetfeldes und geben sie einen Ausdruck fir den Energie-
abstand zwischen den Hyperfeinstrukturkomponenten des
Grundzustands 15,2 an. Skizzieren sie die Hyperfeinstruk-
turaufspaltung. (4 Punkte)

Fiir die Berechnung der Energieaufspaltung bedient man
sich einer der wichtigsten Methoden der quantenmechani-
schen Drehimpulsalgebra:

= 51150428.8; = 8.8, = (- 8150 (19)

Daraus ergibt sich fiir die Wechselwirkungsenergie
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. P A, ~2 2 a2
VHFS:A5152:§(F —51—52) (20)
Fiir dieses System bietet sich der Satz FQ, S’f, S’;, F, kom-
mutierender Observablen mit gemeinsamen Eigenzustéinden
|F,mp) an. Gleichung (20) angewendet auf solch einen ge-

meinsamen Eigenzustand lautet

Virrs| Eme) = 5 (B — 81— 8| Fmr)
AR?
=00 (F(F +1) = S1(S1+ 1) — S2(S2 + 1)) |F,mp)
(21)

Die Gesamtspinquantenzahl F' eines Zweiteilchensystems
bestehend aus den Spins 51 und 8> kann ganzzahlige Wer-
te aus der Menge {|S1 — Sz2],..., 51 + S2} annehmen. In
diesem Fall sind die Einstellungen F = % — % = 0 und
F= % + % = 1 moglich. Der Energieabstand benachbarter

Hyperfeinstrukturkomponenten betréigt

AEpi1,p = (F+1,mp|Vars|F 4+ 1,mg)
— (F,mp|Vars|F, mr)
Ah2
2

AhQ(F+1)(F+2—F)

((F+1)(F+2)~ F(F +1)) (22)

= AR*(F + 1)

Die Energiedifferenz benachbarter Hyperfeinstrukturkom-
ponenten hingt also linear von der Gesamtspinquantenzahl
ab, wobei I hier stets auf den unteren der beiden betrach-
teten Zusténde bezogen ist. Fiir Positronium und Myonium
ist demnach F' = 0, sodass man eine Energiedifferenz der
Hyperfeinstrukturkomponenten von AE; o = AR? erwarten
wiirde.

Dieses Ergebnis deckt sich mit den tatsidchlichen Energie-
korrekturen beider Systeme

AR? 3 3Ah2
> (0—1—7> |0,0) =

Virrs|0,0) =

|0,0) (23)

AR? 3 3 AR?
A (338 ) = A1),

2 4 4
(24)

wobei in Gleichung (24) mp die Einstellungen {—1,0,1}
haben kann. Der F' = 1 Zustand ist also dreifach ent-
artet. Die Korrektur wirkt auf den Zustand F' = 0 al-
lerdings auch dreimal starker, sodass die Aufspaltung in
Abbildung 2 insgesamt die Summenregel erfiillt, d.h. der
151 /2-Linienschwerpunkt bleibt unveréndert.

VHFs\l,mF> =

b) Nun wird das schwache Magnetfeld als kleine Stérung hin-

zugenommen. Da das Magnetfeld schwach ist, kann die
Wechselwirkungsenergie des Systems mit dem dufferen Ma-
gnetfeld durch ein effektives magnetisches Moment

~ (I”’e + I"'eJF/;J,JF)F
Heg = — "= "% (25)
‘ | F| |F|
beschrieben werden: Vmag = —[Leﬁ- B Diese Energie soll als

Storung der Hyperfeinstruktur betrachtet werden. Zeigen sie,

1512 AR

" Vs
NG

F=0

Abbildung 2: Hyperfeinstrukturaufspaltung durch Wech-
selwirkung der Spins in Positronium bzw. Myonium

dass die Aufspaltung der Hyperfeinstrukturkomponenten in
thre Zeeman-Niveaus durch

AEzee(F,mp) = §(m1 +72)mrBo (26)
gegeben ist. Skizzieren sie die Zeeman-Aufspaltung der Hy-
perfeinstruktur des Grundzustands beider Systeme. (6 Punk-
te)

Der allgemeine Ausdruck fiir die Wechselwirkungsener-
gie Vinae mit dem Magnetfeld kann fiir ein Feld nur in
z-Richtung B = (0,0, Bo)T spezialisiert werden

- N (B + Bt )+ ) F
Vinag = —ftoq - B = ———— 0
|F”|

- F B
*7252)(S1+52) 0
]

F B
(7151 +’715152 +72525'1 +sz§) | 20

F (27)

F. By

—(-m81

(’Y1S€ + %(Fz —- 5 - S’i)

FB
+ 2(F - 85— §)) +7.85) =
2 F\

(v1+ Wz)FzBo

I~

1 Lo F.By 1
sn+n)F —= =2
2 |F2\ 2

Die Aufspaltung der Hyperfeinstrukturkomponenten in ihre
Zeeman-Niveaus erhélt man nun durch Bildung des Erwar-
tungswert des Wechselwirkungsoperator

AE‘Zee(F‘» mF) = <F7 mF"A/mag|F7 mF> (28)

1 ~ h
=~ (71 +72)Bo(F,mp|F:|F,mp) = 5(’71 + v2)mr By

5(
Das gyromagnetische Verhéltnis v = g & = g 5 setzt sich
zusammen aus dem Landé-Faktor g, der Ladung ¢ und der
Masse m eines Teilchens. Da sich sowohl Ladung als auch
Landé-Faktor von Elektron und Positron im Vorzeichen
unterscheiden, ist ihr gyromagnetisches Verhéltnis v,- =
Yo+ identisch. Die Zeeman-Aufspaltung betrigt somit

h
AFE7ce,pos(mp) = 5(%— + Vet Y)mrBo = hry,-mrBo
(29)
= hg ?mFBo ~ 2#3 mpg Bo

'In diesem Schritt wurde bereits ausgenutzt, dass S’f und S’s
angewandt auf Eigenzustinde |F, mp) denselben Wert liefern,
um Papier zu sparen.
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Fiir das Myonium gilt wegen m. < m,,+ néherungsweise

h s Me B
AEZee,Myo = 5 (g }t::B - m gﬂ-;{u ) mFBO
. w (30)
~ 5952“3 mrBo ~ ug mr By.

Der Zeeman-Effekt fithrt also stets zu einer 2F + 1-fachen
Aufspaltung jedes Hyperfeinstrukturniveaus. Der Grad der
Aufspaltung hiangt nur vom Magnetfeld und von der Ma-
gnetquantenzahl ab, was die Namensgebung letzerer erklért.
Abbildung 3 zeigt die Zeeman-Aufspaltung der verschiede-
nen Hyperfeinstrukturkomponenten von Myonium.

4

AEzeoman =1

. I HsBo
Me=0

18512 . s ]\
mMe=-1

Vs Vi
HFS AR e
F=0

B: B

Abbildung 3: Zeemanaufspaltung im Myonium. Der ein-
zige Unterschied beim Positronium ist eine Aufspaltungs-
energie von 2up By statt upBo.

Schditzen sie fiir Myonium einen Magnetfeldbereich ab, in
dem das Magnetfeld als schwach bezeichnet werden kann.
Verwenden sie hierzu das Kriterium, dass der Energie-
abstand zwischen zwei Zeeman-Komponenten des Myoni-
ums um den Faktor 10 kleiner sein soll als der Energie-
abstand zwischen zwei Hyperfeinstrukturkomponenten des
Grundzustands von Myonium (fir Myonium gilt AEpgrs =
2,810 h/s = 2,95-1072* J. (2 Punkte)

Das Kriterium wird hier auf die Zeeman-Komponenten des
F = 1 Zustands angewandt, da F' = 0 nicht aufspaltet.
Der Abstand zwischen den Hyperfeinstrukturkomponenten
des Grundzustands von Myonium betrigt laut Aufgaben-
stellung AEnrs = 2,95 - 10724 J und soll um den Faktor
10 grofler sein, als der Abstand zwischen den Zeeman-
Komponenten. Setzt man diese Bedingung in die Ndherung
aus Gleichung (30) ein, erhélt man folgende magnetische
Flussdichte

I
AFurs = 2795 . 10724 J > 10A Ezeceman

(31)
N By = AE‘Zeeman < 0,032T
KB
2 Paschen-Back-Effekt (8 Punkte)

Wird ein geniigend starkes Magnetfeld angelegt, so ist die
Hyperfeinwechselwirkungsenergie VHFS = ASH . S’g wesent-
lich kleiner als die Wechselwirkungsenergie der magneti-
schen Momente von Elektron und Positron bzw. Antimyon
mit dem duferen Magnetfeld Vmw =—(p, + /Le+/u+) - B.
Dieses Magnetfeldregime bezeichnet man als Paschen-Back-
Regime.

Vernachlissigen sie zundchst die Hyperfeinwechselwir-
kung gegeniiber der Wechselwirkung des Systems mit dem

aufSeren Magnetfeld. Geben sie einen Ausdruck fir die Auf-
spaltung des Grundzustands 1sy,o unter dem Einfluff von

Vinag an. Berechnen sie also

AEgp = (ms,, ms, |[Vinaglms, ,ms,). (32)
Skizzieren sie die Aufspaltung sowohl fir Positronium als
auch fir Myonium. (4 Punkte)

Der magnetische Wechselwirkungsoperator Vmag kann fiir
ein Magnetfeld nur in z-Richtung wieder deutlich verein-
facht werden

Vinag = — (. + I~L6+/M+) B = —(’7151 + ’stz) -B

. . (33)
—(7151, +7252,2) - Bo

AFp berechnet sich somit einfach aus Anwendung der
Spinoperatoren auf ihre Eigenfunktionen:

AEg = (ms,,ms,|(7151,= +7252.2) - Bo|ms,, ms,) (34)
= h(ms,; 71 + ms;72) - Bo

Hierbei gelten die Eigegwertgleichnngen 5'1,2 ms,,ms,) =
hms, |ms,, ms,) und Sz :|ms,,ms,) = hms,|ms,,ms,).
Da es sich bei Elektron, Positron und Antimyon um Spin-
%—Teilchen handelt, kann die magnetische Spinquantenzahl
lediglich die Werte i% annehmen. Der Grundzustand 1s; /o
wird somit im Allgemeinen vierfach aufgespalten, je nach
Ausrichtung der Spinvektoren des jeweiligen gebundenen
Systems.

h
AEBJ = 5(’)/1 + ’)/Q)Bo fﬁI‘ ms, = MmMs, = 3

AEB;p = g(’Yl —v2)Bo fir ms, = 1, mg, = —3
AFEg3 = g(—’Yl +72)Bo fiir ms;, = —3, ms, = 3
AEB4 = g(*'yl —v2)Bo fiir mg, =ms, = 7%

Fiir das Positronium gilt wieder v1 = v.,- = Y.+ = 72,

sodass hier AEg 2 = AFEg3 = 0 ist. Fiir die beiden Félle
mit entlang der Quantisierungsachse parallel ausgerichteten
Spins gilt

h
AEBJ = 7(7{2* +’7e+)BO = h'yef By = 7AEB,4

5 (35)

Ms =15, Mz =}t
Vimag
Pye-Bo
1840
Ms =Mz
fye-Bo
May=-J2, May=-¥

Abbildung 4: Paschen-Back-Effekt im Positronium?

Im Myonium sind die gyromagnetischen Verhéltnisse von
Elektron und Antimyon verkniipft iiber

2m bezeichnet hier nach wie vor die magnetische Spinquantenzahl
und sollte nicht etwa mit der Teilchenmasse verwechselt werden.
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V2= Yt = Gt — g+ e BB

L — _ ]

W “om, s b .
o (36)
~ Ye— = V1,

mu+ m}ﬁ.

mit me/m,+ ~ 0,0048. Es ergeben sich fiir Myonium also
vier Aufspaltungen des 1s; s2-Grundzustands, wobei AFEg 2
eine geringfiigig schwichere positive Korrektur, als AFEg 1
darstellt und ebenso AFEg 3 eine etwas schwéchere negative
Korrektur, als AEg 4 beschreibt.

mu+

h - .
AFEp; = omn (1 4+ M ) Bo fiir ms, = ms, = %

h m__ ..
AEgjs = 5’71 (1 — m;+> Bo fir ms, = %, ms, = —%
ABpy =" 1+ 2= ) By fii =-1 =3
B3 = om (~lH+mer ) Do furms, = =3, ms, =3
h m_— .. 1
AFp4 = 571 -1- mH‘,+ By fiir ms, =ms, = —3

Mgy =28, Msa=l2
Mey =08, Mey=-Vo

1512 ‘

Vmag

Abbildung 5: Paschen-Back-Effekt im Myonium?

b) Beriicksichtigen sie nun den Einfluss von VHFS auf die in
a) berechneten Unterzustinde. Behandeln sie hierzu VHFS
als kleine Storung auf die Unterzustinde und berechnen sie
die Energiekorrektur

AEnrps = (ms,, ms, |Varsims, ,ms,). (37)

Verwenden sie hierzu die folgende Identitdt fir den Opera-
tor S1 - S22 zusammengesetzt aus den Spinoperatoren der
Systemkomponenten

(ms,, ms, |81 - Sa|ms,, ms,)
= (ms,,ms,| 1,255 -
e . (38)
+ 3 (51,+52,— + 51,—52,+) Iy, mss,)
= (ms,,ms, 51,255 - [ms, , ms,)

Skizzieren sie die sich daraus ergebende Korrektur der Ener-
gientveaus aus Aufgabenteil a). (4 Punkte)

Die Korrekturen auf die Energieniveaus des Paschen-Back-
Regimes ergeben sich leicht mithilfe der in der Aufgaben-
stellung gegebenen Identitét:

AEurs = A(ms,,ms,|S1,:52,.|ms, ,ms,) = Ah*ms, ms,

(39)
Aus diesem Ausdruck wird ersichtlich, dass Zustdnde mit
gleichem Vorzeichen in der magnetischen Spinquantenzahl
energetisch angehoben werden, wihrend solche mit um-
gekehrtem Vorzeichen nach unten korrigiert werden. Das

?Die Ungenauigkeit kommt daher, dass g,+ nur ungefihr gleich
—g.— ist.
entspricht der Erwartung, dass ein Zweiteilchensystem mit
parallel ausgerichteten Spins* eine héhere Energie aufweist,
als eines mit antiparallelen Spinvektoren.

Fiir das Positronium bedeutet es, dass die beiden auflen lie-
genden Paschen-Back-Aufspaltungen energetisch abgesenkt
werden um den Wert —Ah?/4, wihrend die zwei inneren
um A% /4 angehoben werden.

May=l2, Msy=lt

1812 D e TTse

Vies

Ma=-42, Mga=-12

Abbildung 6: Paschen-Back-Regime von Positronium mit
Hyperfeinstrukturkorrekturen

Beim Myonium treten Korrekturen desselben Betrags auf.
Hier findet allerdings eine Anndherung der beiden oberen
Aufspaltungen AFg 1 und AEg 2, wihrend die unteren Auf-
spaltungen sich in der Hyperfeinstruktur weiter aufspalten,
wie in Abbildung 7 skizziert.

Me =}, Me=l

Ma =8, Maa=-1

1812 G

Vinag Vhes

Me =16, Ms=lt

Abbildung 7: Paschen-Back-Regime von Myonium mit
Hyperfeinstrukturkorrekturen

4Genauer: Projektion des Spinvektors entlang der Quantisierungs-
achse
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