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Prasenzaufgaben

1 Identische Teilchen

Es soll untersucht werden welche Konsequenzen die Unun-
terscheidbarkeit von identischen Teilchen fir die gesamte
Quantenmechanik hat. Fir eine N -Teilchen- Wellenfunktion
vertausche der hermitische Operator pjj samtliche Koordi-
naten, also Ort und Spin, der Teilchen i und j

PyW(1,... 0.4y, N)=W(1,...,5,...,0,...,N) (1)

a) Uberlegen sie welche Eigenwerte P»L'j haben kann. Beachten
Sie, dass die zweifache Anwendung von pij die Identitit
ergibt. Konstruieren Sie fir zwei Teilchen (N = 2) die
symmetrischen bzw. antisymmetrischen Wellenfunktionen
die Figenfunktionen zu 15”' sind.

Aufgrund der Hermitizitét steht bereits fest, dass Pi; aus-
schliellich reelle Eigenwerte besitzt. Da die zweifache Ver-
tauschung P, der Teilchen 7 und j das N-Teilchensystem

nicht verandert gilt mit A € R Eigenwert zu PZ]

U= Pl0;; = Pyjaw;; = X0, = M=1 (2
Hierbei ist ¥;; = ¥(1,...,4,...,7,...,N) lediglich eine
Kurzschreibweise. Offenbar ist also A = £1. Man kon-
struiert nun die Gesamtwellenfunktion eines Systems aus
N = 2 Teilchen aus der Verkniipfung ihrer Einteilchen-
Wellenfunktionen. Im Falle ununterscheidbarer Teilchen
lassen sich so genau eine beziiglich Teilchenaustausch sym-
metrische und eine antisymmetrische (normierte) Ortswel-
lenfunktion bilden:

Ui(ri,re) = —= (Vi(r1)Pa(re) £ Ui (r2)¥a2(r1))  (3)

&\H

1
= j5\7@(‘1’1(

\./

2)Wso (Tl) + \112(1”’1)\111(1”’2)) = ji\I/i(TQ,'rl)

b) Berechnen sie fiir symmetrische und antisymmetrische

Ortswellenfunktionen die Wahrscheinlichkeit, zwei Teilchen
am selben Ort r; = r; anzutreffen, d.h. den Erwartungswert
(6(ri —7j)).

Der Erwartungswert fiir das Ereignis, zwei identische Teil-
chen am selben Ort vorzufinden, betrdgt im Falle der sym-
metrischen Ortswellenfunktion

(4)

Dieser Ausdruck ist immer dann ungleich null, wenn die
Teilwellenfunktionen W1 (r2) und W2 (r2) nicht disjunkten
Trager aufweisen, d.h. wenn es Bereiche gibt, an denen bei-
de Wellenfunktionen nicht verschwindende Wahrscheinlich-
keitsdichte aufweisen. Es ist also im Allgemeinen moglich,
zwei identische Teilchen, die durch eine symmetrische Orts-
wellenfunktion beschrieben werden, am gleichen Ort anzu-
treffen. Im antisymmetrischen Fall gilt

(5(7°1 —r2))u_ = (V_(r1,72)[0(r1 — 72)|¥_(r1,72))
= <\1’1(T1) 2(r2) — Wi(r2)Wa(r1)[6(r1 — 7o)
Vi (r1)Wa(ra) — Wa(r2)Wa(r))
(W ( ( Wi ( (
Ui (ra)Wa(ra) — Wa(re) ¥

r2)Wa(r2) — Vi(r2)Wa(rs)

1
2
2(12)) =

(5)
Es ist prinzipiell unméglich, zwei Teilchen mit antisymme-
trischer Ortswellenfunktion zur gleichen Zeit am gleichen
Ort vorzufinden.

c) Zeigen Sie allgemein, dass symmetrische und antisymme-

trische Zustinde orthogonal zueinander sind, indem Sie
Pfj =1 benutzen.

Mit dem Tipp in der Aufgabenstellung zeigt man leicht

(W) = (U4 | P ) = (P Wy P ) (©)
= (| =0-) = —(U4|T-)

Gleichung (6) kann nur erfiillt sein, wenn (U |¥_) = 0.

d) Antisymmetrische N -Teilchen Wellenfunktionen lassen sich

als sogenannte Slater-Determinante schreiben. Erldutern
Sie welchen Wert die Wellenfunktion annimmdt, falls zwei
Teilchen exakt die gleichen Quantenzahlen haben und wie
sich dies in der Struktur der Slater-Determinante aus-
driickt.

Die Slater-Determinante ist eine sehr kompakte Schreib-
weise fiir antisymmetrische N-Teilchen-Wellenfunktionen.

(1) W) Uy (1)
L@ we) Uy (2)
Uy (N) Ws(N) Ty (N)

Hierbei bedeutet ¥;(i), dass sich das i-te Teilchen im
Einteilchenzustand ¥; befindet, d.h. dass sowohl Ort als
auch Spin von Teilchen ¢ durch ¥; beschrieben wird.
W; wire zum Beispiel beim Wasserstoffatoms die Wellen-
funktion zum j-ten Energieeigenwert. Wie man sieht, ist
die Vertauschung zweier Teilchenkoordinaten i1 und i
dquivalent zur Vertauschung der i;-ten und iz-ten Zeile
der Slater-Determinante. In der Tensor-Algebra wird die
Slater-Determinante als antisymmetrisches Tensorprodukt
klassifiziert. Sie &hnelt einer echten Determinante insofern,

20. Mai 2014

Universitdt Hamburg

1 von 4



Ubungsblatt 5

Atom-, Molekiil- und Laserphysik

Sommersemester 2014

als dass sie unter Vertauschung zweier Zeilen bzw. Spalten a) Nehmen sie an, dass die Spin-Bahn- Wechselwirkung der bei-

das Vorzeichen dndert.

Gilt nun fiir irgendwelche zwei Teilchen, dass sie identischen
Quantenzahlen haben, d.h. i1 = i2, dann wird das System
durch die Permutation PiliQ in sich selbst iiberfiihrt, da die
Teilchen prinzipiell nur anhand ihrer Quantenzahlen unter-
schieden werden konnen. Gleichzeitig wechselt aber durch
die Permutation das Vorzeichen der Slater-Determinante.
Nach derselben Logik, die in ¢) verwendet wurde, muss fiir
diesen Fall die Gesamtwelllenfunktion verschwinden.

e) Konstruieren Sie fiir zwei Teilchen mit Spin 1/2 die an-

tisymmetrische Gesamtwellenfunktion aus Orts- und Spi-
nanteil mithilfe eines Produktansatzes. Was folgt fiir die
Wahrscheinlichkeit, die Teilchen am selben Ort anzutreffen?

Die Gesamtwellenfunktion setzt sich folgendermaflen aus
einer Kombination jeweils symmetrischer und antisymme-
trischer Orts- und Spinwellenfunktionen zusammen

Wy (1,2) = ((%(m)%(m) V() U (1)) e

N | =

+ (U1 (r1)V2(r2) — ¥i(re)Wa(ry)) )\S,ms)
(8)

Hierbei ist die antisymmetrische Spinwellenfunktion xs,mg

zwei identischer Spin—%—Teilchen eindeutig festgelegt:

1

X0,0(1,2) = 7 Ot (Dxe(2) = x2(2)xu (1)) 9)

Fiir eine symmetrische Spinwellenfunktion As .4 zweier
Spin—%—Teilchen gibt es hingegen drei Moglichkeiten:

A11(1,2) = A (1) - M (2)

% (1) - A (2)+ A2 - A1) (10)

Ar-1(1,2) = Ap(1) - AL(2)

A1,0(1,2) =

Die Wahrscheinlichkeit, beide Teilchen am selben Ort an-
zutreffen, ist wieder durch den Erwartungswert des Ope-
rators §(r1 — r2) gegeben. Da der Operator nur auf den
Ortsteil der Wellenfunktion wirkt, wird die Integration
iiber die orthonormalen Spinzustidnde stets eins ergeben.
Es treten auch keine Mischterme aus symmetrischen und
antisymmetrischen Spinwellenfunktionen auf, da die Orts-
wellenfunktionen wie in ¢) gezeigt orthogonal sind. Die
Spinanteile stellen in dieser Rechnung deshalb nur Ballast
dar und werden von vornherein weggelassen. Unter diesen
Voriiberlegungen erkennt man, dass diese Rechnung effektiv
nur eine Kombination von (4) und (5) ist. Das Ergebnis
kann somit direkt hingeschrieben werden

(6(r1 = T2))wges = (Wges|0(11 — 72)[Wges)

(11)
= (V1(r2)W2(r2)|V1(r2) P2(r2))

Ubungsaufgaben

1 LS- und jj-Kopplung (8 Punkte)

den Elektronen sehr stark ist. Bestimmen sie die mdglichen
Terme in der Form (ji,j2)s, wenn reine jj-Kopplung vor-
liegt. (2 Punkte)

Das 2p-Elektron tréigt die Quantenzahlen nop =2, Iz, =1
und das 3d-Elektron nsq = 3, l3g = 2. Auflerdem haben
beide die Spinquantenzahl s = 1/2.

Mit der Anzahl der Elektronen eines Atoms wichst auch die
Stédrke der Spin-Bahn-Wechselwirkung. Dies wird anhand
der Spin-Bahn-Kopplungskonstante deutlich.

_ Ze2,uoh2
“= Brma () (12)

1/(r®) ist hierbei quantenmechanisch zu interpretieren und
gegeben durch

1 73
T3 T ndadll+ )+ 1) (13)

mit dem Bohrschen Radius ag. Die Stiarke der Spin-Bahn-
Wechselwirkung wichst sogar mit der vierten Potenz der
Kernladungszahl Z. Aus diesem Grund spielt in schweren
Atomen die gegenseitige Coulomb-Wechselwirkung unter
den Elektronen eine untergeordnete Rolle. Fiir den hier
vorliegenden Fall von Z = 2 ist die Vernéchléssigung der
Coulomb-Kréfte unter den Elektronen allerdings eine grobe
N&herung.

Geht man trotzdem von reiner jj-Kopplung aus, so wird
der Zustand jedes Elektron durch die “gute” Quanten-
zahl j; beschrieben. Die Einzelspins s; und -drehimpulse [;
aller Elektronen setzen sich also zunéchst zu Einzelgesamt-
drehimpulsen j; zusammen. Diese j; koppeln dann zum
Gesamtdrehimpuls der Atomhiille J. Die quantenmecha-
nische Addition zweier Drehimpulsquantenzahlen, hier s;
und [;, kann Werte aus der Menge

]l€{|l1781|7|l7‘781+1|77|ll+sl‘} (14)

annehmen. Fiir das 2p- und 3d-Elektron sind mogliche
Gesamtdrehimpulse

jsa € {33} (15)

Der Gesamtdrehimpuls der Hiille kann ebenfalls nach Glei-
chung (14) berechnet werden.

jor € {33}

{1,2} fiir jop = 5, jaa = 3

2,3 fiir jop = %, j 3
ges g hisa g

{Oa 17253} fiir J2p = 35 J3d 2

{1,2,37 4} fﬁI‘ jgp = %, j3d = g

Es gibt also genau 12 verschiedene Konfigurationen der
Betrége von Spin- und Drehimpulsvektoren dieses Systems
aus zwei Elektronen. Hierbei wurden mogliche Unterschei-
dungen in den z-Komponten noch nicht beriicksichtigt.

In der durch die Aufgabenstellung angegebenen Schreib-
weise lauten diese Konfigurationen

(3,212 (3,

ot

)23 (3,2)0123 (2,5)1284 (17)

Betrachten sie ein Zwei-Elektronensystermn mit einem 2p b) Betrachten sie dasselbe Problem im Fall schwacher Spin-

und einem 3d FElektron.

Bahn-Kopplung, so dass reine LS-Kopplung der beiden
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Elektronen angemommen werden kann. Geben sie die
méglichen Terme in der Form ?t1L; an. Zeigen sie, dass
die Zahl der mdglichen Zustinde und deren Gesamtdre-
himpuls dieselben sind wie im Fall der jj-Kopplung. (4
Punkte)

Die LS-Kopplung dominiert die Aufspaltung der Feinstruk-
tur von leichten Atomen, da die Spin-Bahn-Kopplung in
Systemen mit einer geringen Anzahl an Elektronen sehr
schwach ausfallt. Die LS-Kopplung sollte deshalb insbe-
sondere nicht mit der Spin-Bahn-Kopplung einzelner Elek-
tronen verwechselt werden. Die [s-Kopplung bezeichnet
den Einfluss, den die relative Ausrichtung von Spin und
Bahndrehimpuls eines einzelnen Elektrons auf die Ener-
gieniveaus in einem Atom haben. Dieser Einfluss wird bei
der Kopplung des Gesamtbahndrehimpulses L mit dem
Gesamtspin S einer Atombhiille gerade vernachléssigt.

Elektronen wechselwirken also in der reinen LS-Kopplung
nur iiber ihre gegenseitige Coulombabstoflung und haben
keine Zusténde mehr, die sich durch ihren Gesamtdrehim-
puls j charakterisieren lassen. Stattdessen ist es praktikabel,
die Gesamtwellenfunktion eines atomaren Energieeigenzu-
stands als Produkt aus Orts- und Spinwellenfunktion aller
Elektronen zu schreiben. Diese Gesamtwellenfunktionen
kiénnen mit der spektroskopischen Notation n?*1L; baw.
25411 ;. falls die Hauptquantezahl nicht von Interesse ist,
gekennzeichnet werden.

S und L kénnen nach Gleichung (14) wegen la, = 1, l3g = 2
und s2p = S34 = % folgende Werte sein:

Se{0,1}  Le{1,23} (18)

Daraus ergeben sich folgende Moglichkeiten fiir den Ge-
samtdrehimpuls der Atomiille

1} fir =0, L =1
{2} fir S =0, L =2
Rt filr § =0, L =3 (19)
{0,1,2} firS=1,L=1
{1,2,3} fir S=1,L=2
{2,3,4} firS=1,L=3

Es sind wieder 12 verschiedene Konfigurationen. Die
Haufigkeiten der auftretenden J-Quantenzahlen sind so-
wohl hier als auch in Aufgabenteil a)

J=0:1 Mal
J =3:3 Mal

J=1:3 Mal
J=4:1Mal

J =2:4 Mal
(20)

Die zugehorigen spektroskopischen Bezeichnungen der
Zusténde lauten

1, 2, '3
bzw. ‘P ‘D, 'Fj

3
21,2,3

3
D123

3
32,3,4

3
Fo 3.4

3
1o,1,2

3
Poi,2

(21)

¢) Beriicksichtigen sie nun zusditzlich einen Atomkern mit

dem Kernspin I = 3/2. In wie viele Hyperfeinkomponenten
spaltet der ®D3-Term aus Aufgabenteil b) auf? Geben sie
die moglichen Werte der Gesamtdrehimpulsquantenzahl F
an. (2 Punkte)

Die Wechselwirkungsenergie der Hyperfeinstruktur ist ge-
geben durch

AVips = = (F(F+1) = J(J+1) = IT +1))  (22)

2o

J=3und [ = % sind fest, sodass AVurs nur noch von der
Gesamtdrehimpulsquantenzahl F des Atoms® abhiingt. F
kann die vier Werte %, g, % und % annehmen, sodass der
3Ds auch in genau vier Hyperfeinkomponenten aufspaltet.

2 Das Helium-Atom (12 Punkte)

Das Helium-Atom besteht aus einem Kern der Ladung @ =
2e und zwei Elektronen.

a) Wie lautet der Hamiltonoperator fiir das Helium-Atom,

wenn ausschlieflich die Coulombsche Wechselwirkungsener-
gie zwischen den Teilchen beriicksichtigt wird? (1 Punkt)

In der Atomphysik geht man so vor, den Hamilton-Operator
des freien Teilchens schrittweise um Wechselwirkungster-
me zunehmend geringerer Einfliisse auf die Energienive-
aus zu erweitern und dadurch quasi Stiick fiir Stiick der
tatsdchlichen Physik von Elektronen im Atom nédher zu
kommen. Der starkste Beitrag zur potentiellen Energie
stammt aus dem Coulomb-Potential des Kerns. Ein vor
allem in leichten Atomen, wie Helium, ebenfalls starker
Effekt ist die Abstoflung zwischen verschiedenen Elektro-
nen der Hiille. Noch genauere Korrekturen, z.B. Spin-Bahn-
und Spin-Spin-Wechselwirkungen erzeugen die Fein- und
Hyperfeinstruktur.

Der Hamiltonoperator des Helium-Atoms im Ortsraum
nach Abseparation der Schwerpunktsbewegung und unter
Beriicksichtigung lediglich der kinetischen und Coulomb-
schen Energien hat dann die Form?

2 2 2 2
N h* o Ze e
i = e _ 23
= ( 2u 47T€0|7°i\) M (23)
1 h2 2 2 62 >
— (B (v + V) +
2 (i (78 o) e

Hierbei wurde Z = 2 fiir Helium benutzt. u bezeichnet die
reduzierte Masse bezogen auf ein Elektron und den Kern

2mpme
= — 24
H= S e (24)

b) Vernachlissigt man die Coulombwechselwirkung zwischen

den FElektronen, so kionnen die Elektronen als unabhdngig
voneinander betrachtet werden. Der Grundzustand des
Helium-Atoms ist dann durch die Elektronenkonfigurati-
on 1sls gegeben. Geben sie die spektroskopische Notation
dieses Zustands in der Form n*ST'L; an. Geben sie die
antisymmetrisierte Wellenfunktion fir diesen Zustand an
unter Beriicksichtigung der Orts- und Spin-Freiheitsgrade
beider Elektronen.

Hinweis: n ist die Hauptquantenzahl des “Leuchtelektrons”,

'Der Kern wird bei diesen Betrachtungen stets als ruhend ange-
nommen, sodass er keinen Drehimpuls, sondern nur Spin beitrégt.
Folglich ist der Gesamtdrehimpuls F =J +1 =L + S + I die
Summe aus Hiillenbahndrehimpuls L, Hiillenspin S und Kernspin
I.

2Hierbei wurde der sogenannte Massenpolarisierungsterm ver-
nachlassigt. Er rithrt daher, dass der Schwerpunkt des Systems
eigentlich nicht der Ort rx des Atomkems ist, auf den die Rela-
tivkoordinaten der Elektronen bezogen sind (s. S. 69, Friedrich
“Theoretische Atomphysik”).
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d.h. des angeregten Elektrons, hier n = 1. S ist die Quan-
tenzahl des Gesamtspins S = S1 + S2, L entsprechend die
des Gesamtbahndrehimpulses L = L1 + Lo der Elektronen.
Auferdem ist J = L + S. (3 Punkte)

Im 1sls-Zustand ist die Hauptquantenzahl des Leuchtelek-
trons n = 1, der Gesamtspin S € {0,1} und der Gesamt-
drehimpuls L = 0. Mogliche Werte fiir J sind also ebenfalls
{0,1}. Da die Wellenfunktion des Systems Antisymmetrie
aufweisen muss, die 1s-Wellenfunktion und damit auch die
Gesamtortswellenfunktion aber symmetrisch ist, braucht
es eine antisymmetrische Spinwellenfunktion. Das ist be-
kanntermaflen nur mit S = 0 moglich. Die spektroskopische
Notation des 1sls-Grundzustands kann somit eindeutig
als 110, angegeben werden. Mit den Ortskoordianten r;
und den Spinkoordinaten ¢ € {1,2} der beiden Elektronen
lautet die Gesamtwellenfunktion

\I]Ig{ees(/rlv 177'27 2) = \I/sym(rl, TQ) : X0,0(l, 2)

- wnwm% (e (X2 — 1 2)x (1)

(25)

c) Wird dem Helium-Atom geniigend Energie zugefiihrt, so

kann eines der beiden FElektronen in den Energiezustand
n = 2 gebracht werden. Welche angeregten Zustinde kénnen
in dieser Elektronenkonfiguration realisiert werden? Kenn-
zeichnen sie diese Zustinde wiederum durch die spektro-
skopisch relevanten Quantenzahlen in der Form n*t1L;.
Welche der Zustinde werden durch symmetrische, welche
durch antisymmetrische Ortswellenfunktionen beschrieben?
(4 Punkte)

Die moglichen Quantenzahlen der Elektronen sind

1

2 26
n2:2,l1€{0,1},82:% ( )

ni :1,l1 :0,81 =

Daraus ergeben sich folgende spektroskop. Quantenzahlen

n=2 Se{0,1} Le{01} (27)
{0} fir S=0,L =0

Je {1} f?rS:O,Lzl (28)
{1} firS=1,L=0

{0,1,2} firS=1,L=1

In der bekannten Notation also

200 2'1, 2°00 2%10.. (29)
Es treten insgesamt 2 Singlettzustédnde (S = 0) und vier
Triplettzustinde (S = 1) auf. Die Singlettzustéinde befinden

sich in jedem Fall in der Spinwellenfunktion

xoo(1,2) = % (DX —xr@xa (1) . (30)

Diese Gleichung beschreibt die einzige Spinkonfiguration
zweier Elektronen, in der S = 0 ist. Zum S = 1-Zustand
gibt es drei Spinwellenfunktionen

A11(1,2) = A (1) - M (2)

% (1) - A2+ A @) - A (D) (31)

Ar-1(1,2) = Ap(1) - AL(2)

A1,0(1,2) =

Gleichung (30) verhilt sich antisymmetrisch unter Teil-
chenvertauschung, d.h. x0,0(1,2) = —x0,0(2,1). Da die
Gesamtwellenfunktion, also das Produkt aus Orts- und
Spinwellenfunktion, eines Mehrelektronensystems wie der
Atombhiille antisymmetrisch sein muss, erfordern die beiden
Singlettzusténde eine symmetrische Ortswellenfunktion.

Umgekehrt sind alle Triplettzustinde symmetrisch unter
Teilchenvertauschung, A1 m,(1,2) = A1,m, (2,1), sodass die
vier angeregten S = 1-Zustidnde eine antisymmetrische
Ortswellenfunktion haben miissen.

d) Betrachtet werden die Elektronenkonfigurationen 1s2p und

1s3d. Welche Terme n2s+1LJ konnen in diesen Elektro-
nenkonfigurationen realisiert werden? Welche elektrischen
Dipoliibergiange sind zwischen diesen Termen mdoglich?
Hinweis: Die Auswahlregeln fiir die im Helium vorherr-
schende LS-Kopplung sind

AS=0 AL AJAm; € {-1,0,1},  (32)
aber nicht J =0 — J' =0 oder mj =0 — mj = 0. (4
Punkte)

1s2p bedeutet n1 =1, 11 =0, s1 = % und ne = 2, lo =1,
S2 = % Somit lauten die spektroskopischen Quantenzahlen

n=2 L=1 Se{o01} (33)

1 fir S=0,L=1
ety w (34)
{0,1,2} fir S=1,L=1
Daraus ergeben sich die Terme 2'1; und 2310,172. Fir 1s3d
gilt sehr &hnlich n1 = 1,1, =0, s1 = % und ng = 3, Il = 2,

1
8225.

n=3 L=2 Se{0,1} (35)

2 fir S=0,L=2
eytz (36)
{1,2,3} firS=1,L=2
Die spektroskopischen Bezeichnungen dieses Zustands sind
3122 und 332172’3.

Wegen AS = 0 kann es keine Ubergiinge zwischen
Zustéanden mit unterschiedlicher Spinquantenzahl geben.
Das bedeutet, mdgliche Ubergénge bestehen nur zwischen
211, <— 3'2; und 2%1¢,1,2 <— 3%2123. Gleichzeitig ist
AL # 0, da ja eines der Elektronen seinen Bahndrehimpuls
von p = 2 zu d = 3 dndern soll. Zwischen den acht zur
Betrachtung stehenden Zusténden erlauben diese Auswahl-
regelen noch insgesamt sieben Ubergiinge.

312; 332, 332 332,

N 3\
211, 23 g 2314 2915

Abbildung 1: Alle méglichen elektrischen Dipoliibergéinge
zischen dem 1s2p- und 1s3d-Zustand eines Helium-Atoms
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