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Prasenzaufgaben

1 Identische Teilchen

Es soll untersucht werden welche Konsequenzen die Ununterscheidbarkeit von identischen
Teilchen fiir die gesamte Quantenmechanik hat. Fiir eine N-Teilchen-Wellenfunktion vertausche
der hermitische Operator P samtliche Koordinaten, also Ort und Spin, der Teilchen ¢ und j

P, .4y N) = U(L, o oy, ooy N) (1)

a) Uberlegen sie welche Eigenwerte Pij haben kann. Beachten Sie, dass die zweifache Anwen-
dung von Pij die Identitét ergibt. Konstruieren Sie fiir zwei Teilchen (N = 2) die symmetrischen

bzw. antisymmetrischen Wellenfunktionen die Eigenfunktionen zu Pij sind.
Aufgrund der Hermitizitat steht bereits fest, dass P” ausschliefllich reelle Eigenwerte besitzt. Da
die zweifache Vertauschung 1312] der Teilchen ¢ und j das N-Teilchensystem nicht veréndert, gilt mit
A € R Eigenwert zu P

= P20, = P AT, = N0, = A2=1 (2)
Hierbei ist ¥, = V¥(1,...,4,...,5,...,N) lediglich eine Kurzschreibweise. Offenbar ist also A =

4+1. Man konstruiert nun die Gesamtwellenfunktion eines Systems aus N = 2 Teilchen aus der
Verkniipfung ihrer Einteilchen-Wellenfunktionen. Im Falle ununterscheidbarer Teilchen lassen sich
so genau eine beziiglich Teilchenaustausch symmetrische und eine antisymmetrische (normierte)
Ortswellenfunktion bilden:

W, () = \%(xvl(rl)%(rz) =y (1) By ()
= % (‘I’l(rz ‘1’2(7'1> =+ l1’1(7°1>‘I’2<7’2)) = :I:ql:t<r2vrl)

3)

b) Berechnen sie fiir symmetrische und antisymmetrische Ortswellenfunktionen die Wahrschein-
lichkeit, zwei Teilchen am selben Ort 7; = r; anzutreffen, d.h. den Erwartungswert (6(r; —7;)).

Der Erwartungswert fiir das Ereignis, zwei identische Teilchen am selben Ort vorzufinden, betragt
im Falle der symmetrischen Ortswellenfunktion

(6(ry — 7’2)>\1/+ = (U, (ry,79)|0(ry — 7o) [V, (ry,73))

= %(‘I’l(r1>‘1’2(r2) + U (1) Wy (71)[0(ry — 79) [ ¥y (1) Yo (73) + ¥y (1) Uy (7)) n
%(‘I’l (12)Ws(73) + Wy (72) Wy (12) [ W (1) Uy (75) + Uy (15) Uy (75))

= 20 (15) Uy (75) | T, (75) Ty (15))

Dieser Ausdruck ist immer dann ungleich null, wenn die Teilwellenfunktionen ¥ (r,) und ¥, (r,)
nicht disjunkten Tréger aufweisen, d.h. wenn es Bereiche gibt, an denen beide Wellenfunktionen



nicht verschwindende Wahrscheinlichkeitsdichte aufweisen. Es ist also im Allgemeinen moglich,
zwei identische Teilchen, die durch eine symmetrische Ortswellenfunktion beschrieben werden, am
gleichen Ort anzutreffen. Im antisymmetrischen Fall gilt

(6(ry — 7'2)>\I/_ = (V_(ry,m5)[0(ry — 7o) [P_(7rq, 7))

= (U (r)Ua(ry) — Uy (1) Uy (ry)[0(ry — o) ¥y (1) Ua(13) — ¥y (72) Uy (7)) (5)

N~ N

(U7 (r2) Wy (rg) — Wy (12) Uy (1) [ Wy (15) Uy (13) — Uy (72) Uy (2)) = 0.

Es ist prinzipiell unmoglich, zwei Teilchen mit antisymmetrischer Ortswellenfunktion zur gleichen
Zeit am gleichen Ort vorzufinden.

c) Zeigen Sie allgemein, dass symmetrische und antisymmetrische Zusténde orthogonal zuein-
ander sind, indem Sie ]5% = 1 benutzen.

Mit dem Tipp in der Aufgabenstellung zeigt man leicht
(‘I’+ | ‘I’—> = (‘I’+ |PE]‘ ‘I’—> = <pz'j‘1’+ | pz‘j‘l’—> (6)
:<\I’+ |- >:_<\IJ+ | )

Gleichung (6) kann nur erfiillt sein, wenn (¥, | ¥_) = 0.

d) Antisymmetrische N-Teilchen Wellenfunktionen lassen sich als sogenannte Slater-Determi-
nante schreiben. Erlautern Sie welchen Wert die Wellenfunktion annimmt, falls zwei Teilchen
exakt die gleichen Quantenzahlen haben und wie sich dies in der Struktur der Slater-Determi-
nante ausdriickt.

Die Slater-Determinante ist eine sehr kompakte Schreibweise fiir antisymmetrische N-Teilchen-
Wellenfunktionen.

, [38 53 &8
(1, N)= —| L 2 N (7)
v U, (N) Wy(N) - Wy(N)

Hierbei bedeutet W;(i), dass sich das i-te Teilchen im Einteilchenzustand ¥; befindet, d.h. dass
sowohl Ort als auch Spin von Teilchen 7 durch ¥, beschrieben wird. ¥; wére zum Beispiel beim
Wasserstoffatom die Wellenfunktion zum j-ten Energieeigenwert. Wie man sieht, ist die Vertau-
schung zweier Teilchenkoordinaten 4; und ¢, &quivalent zur Vertauschung der i;-ten und %,-ten
Zeile der Slater-Determinante. In der Tensor-Algebra wird die Slater-Determinante als antisym-
metrisches Tensorprodukt klassifiziert. Sie ahnelt einer echten Determinante insofern, als dass sie
unter Vertauschung zweier Zeilen bzw. Spalten das Vorzeichen dndert.

Gilt nun fir irgendwelche zwei Teilchen, dass sie identische Quantenzahlen haben, d.h. dass sie
sich im selben Einteilchenzustand ¥; = ¥, befinden, dann sind die j;-te und jy-te Spalte der
Slater-Determinante identisch. Die Vertauschung dieser beiden Spalten lasst die Determinante also
unverandert, wechselt aber gleichzeitig ihr Vorzeichen. Nach derselben Logik, die in ¢) verwendet
wurde, muss fiir diesen Fall die Gesamtwellenfunktion verschwinden (Pauli-Prinzip).

e) Konstruieren Sie fiir zwei Teilchen mit Spin 1/2 die antisymmetrische Gesamtwellenfunktion
aus Orts- und Spinanteil mithilfe eines Produktansatzes. Was folgt fiir die Wahrscheinlichkeit,
die Teilchen am selben Ort anzutreffen?



Die Gesamtwellenfunktion setzt sich folgendermaflen aus einer Kombination jeweils symmetrischer
und antisymmetrischer Orts- und Spinwellenfunktionen zusammen

0 (1,2) = 5 (B () Ty (ra) + T ()W) X,

+(y (1) Wy (ry) — (7"2)\1’2(7"1)))‘8,7713)

(8)

Hierbei ist die antisymmetrische Spinwellenfunktion Xs,m zwel identischer Spin—%—Teilchen ein-
deutig festgelegt:

% e (Dx,(@) — x:(2)x, (1) (9)

Fiir eine symmetrische Spinwellenfunktion )‘S,ms zweier Spin—%—Teilchen gibt es hingegen drei
Moglichkeiten:

X0,0(1v2) =

/\1,1(1 2) = )\T(:l) : )\T(Q)
Ao(1,2) = 7( (1) - AL(2) +A:(2) - A (1)) (10)
A1(L,2) = A (1) - A (2)

Die Wahrscheinlichkeit, beide Teilchen am selben Ort anzutreffen, ist wieder durch den Erwartungs-
wert des Operators 6(r; — ry) gegeben. Da der Operator nur auf den Ortsteil der Wellenfunktion
wirkt, wird die Integration iiber die orthonormalen Spinzusténde stets eins ergeben. Es treten
auch keine Mischterme aus symmetrischen und antisymmetrischen Spinwellenfunktionen auf, da
die symmetrischen und antisymmetrischen Spinwellenfunktionen wie in c) gezeigt orthogonal sind.
Die Spinanteile stellen in dieser Rechnung deshalb nur Ballast dar und werden von vornherein
weggelassen. Unter diesen Voriiberlegungen erkennt man, dass diese Rechnung effektiv nur eine
Kombination von (4) und (5) ist. Das Ergebnis kann somit direkt hingeschrieben werden

<5(T1 - T2)>\I/gcs = <\IJges ’6<T1 T2)| ges>

(11)
= (U (rg) Uy (7o) [V (72) Yy (72))

Ubungsaufgaben

1 LS- und jj-Kopplung (8 Punkte)

Betrachten sie ein Zwei-Elektronensystem mit einem 2p und einem 3d Elektron.

a) Nehmen sie an, dass die Spin-Bahn-Wechselwirkung der beiden Elektronen sehr stark ist.
Bestimmen sie die moglichen Terme in der Form (jy, j;) ;, wenn reine jj-Kopplung vorliegt. (2
Punkte)

Das 2p-Elektron trégt die Quantenzahlen ny, = 2, ly, =1 und das 3d-Elektron ng; = 3, I35 = 2.
AuBerdem haben beide die Spinquantenzahl s = 1/2.

Mit der Anzahl der Elektronen eines Atoms wachst auch die Starke der Spin-Bahn-Wechselwirkung.
Dies wird anhand der Spin-Bahn-Kopplungskonstante deutlich.
Ze? pgh?

= Sem2 (%) 12



1/(r3) ist hierbei quantenmechanisch als Erwartungswert (1/r3) zu interpretieren und gegeben
durch

Ly Z

T n3adl(l + 1)(l + %) ’ (13)

mit dem Bohrschen Radius aq. Die Starke der Spin-Bahn-Wechselwirkung wachst sogar mit der
vierten Potenz der Kernladungszahl Z. Aus diesem Grund spielt in schweren Atomen die gegen-
seitige Coulomb-Wechselwirkung unter den Elektronen eine untergeordnete Rolle. Fiir ein leichtes
Atom wie Helium (Z = 2) ist die Vernachlassigung der Coulomb-Krafte unter den Elektronen
allerdings eine grobe Naherung.

Geht man trotzdem von reiner jj-Kopplung aus, so wird der Zustand jedes Elektron durch die
»gute” Quantenzahl j;, beschrieben. Die Einzelspins s; und -drehimpulse I, aller Elektronen setzen
sich also zunachst zu Einzelgesamtdrehimpulsen j; zusammen. Diese j; koppeln dann zum Gesamt-
drehimpuls der Atomhiille J. Die quantenmechanische Addition zweier Drehimpulsquantenzahlen,
hier s; und [, kann Werte aus der Menge

Ji €l — sl [l; — sl + 1,1 + 5} (14)

annehmen. Fiir das 2p- und 3d-Elektron sind mogliche Gesamtdrehimpulse

13 35
. 13 ; 3 93 1
J2p€{272} .73d€{272} (15)
Der Gesamtdrehimpuls der Hiille kann ebenfalls nach Gleichung (14) berechnet werden.

{1’2} fiir j2p = 5:J3d4 =
{2’3} fiir j2p =3 7j3d =
{0’ L, 2’3} fiir j2p = %7j3d =
{1’2’374} fiir j2p = %7j3d =

= N=

J e (16)

N[O N[ NN

Es gibt also genau 12 verschiedene Konfigurationen der Betrage von Spin- und Drehimpulsvektoren
dieses Systems aus zwei Elektronen. Hierbei wurden mogliche Unterscheidungen in den z-Kompo-
nenten noch nicht beriicksichtigt.

In der durch die Aufgabenstellung angegebenen Schreibweise lauten diese Konfigurationen

1 3 ) ( 15 ) < 3 3 ) ( 3 5 )
a9 o a9 o a9’ o PR (17)
( 2°2 1,2 272 2.3 2°2 0,1,2,3 2°2 1,234

b) Betrachten sie dasselbe Problem im Fall schwacher Spin-Bahn-Kopplung, so dass reine LS
-Kopplung der beiden Elektronen angenommen werden kann. Geben sie die moglichen Terme
in der Form 25T1L ; an. Zeigen sie, dass die Zahl der méglichen Zustinde und deren Gesamt-
drehimpuls dieselben sind wie im Fall der jj-Kopplung. (4 Punkte)

Die LS-Kopplung dominiert die Aufspaltung der Feinstruktur von leichten Atomen, da die Spin-
Bahn-Kopplung in Systemen mit einer geringen Anzahl an Elektronen sehr schwach ausfillt. Die
LS-Kopplung sollte deshalb insbesondere nicht mit der Spin-Bahn-Kopplung einzelner Elektronen
verwechselt werden. Die [s-Kopplung bezeichnet den Einfluss, den die relative Ausrichtung von
Spin und Bahndrehimpuls eines einzelnen Elektrons auf die Energieniveaus in einem Atom haben.
Dieser Einfluss wird bei der Kopplung des Gesamtbahndrehimpulses L mit dem Gesamtspin S
einer Atombhiille gerade vernachléassigt.



Elektronen wechselwirken also in der reinen LS-Kopplung nur {iber ihre gegenseitige Coulombab-
stofung und haben keine Zustéande mehr, die sich durch ihren Gesamtdrehimpuls j charakterisieren
lassen. Stattdessen ist es praktikabel, die Gesamtwellenfunktion eines atomaren Energieeigenzu-
stands als Produkt aus Orts- und Spinwellenfunktion aller Elektronen zu schreiben. Diese
Gesamtwellenfunktionen kénnen mit der spektroskopischen Notation n25T1L; bzw. 25F1L ; falls
die Hauptquantenzahl nicht von Interesse ist, gekennzeichnet werden.

S und L kénnen nach Gleichung (14) wegen ly, = 1, I35 = 2 und sy, = s34 = 3 folgende Werte sein:
S € {0,1} Le{1,23} (18)

Daraus ergeben sich folgende Moglichkeiten fiir den Gesamtdrehimpuls der Atombhiille

({1} fir S =0,L =1
{2} fiir § = 0,L = 2

{0,1,2} firS=1L=1
{1,2,3} fir S=1,L=2
{2,3,4} fir S=1,L=3

Es sind wieder 12 verschiedene Konfigurationen. Die Haufigkeiten der auftretenden J-Quanten-
zahlen sind sowohl hier als auch in Aufgabenteil a)

J=0:1Mal J=1:3Mal J=2:4Mal

2
J=3:3Mal J=4:1Mal (20)
Die zugehérigen spektroskopischen Bezeichnungen der Zustédnde lauten
12, 13 310,1,2 321,2,3 332,3,4
(21)

1 1 1 3 3 3
bzw. P "Dy Iy °Ry,y “Digy “Fyzy

c) Beriicksichtigen sie nun zusitzlich einen Atomkern mit dem Kernspin I = 3/2. In wie viele
Hyperfeinkomponenten spaltet der 3D;-Term aus Aufgabenteil b) auf? Geben sie die méglichen
Werte der Gesamtdrehimpulsquantenzahl F' an. (2 Punkte)

Die Wechselwirkungsenergie der Hyperfeinstruktur ist gegeben durch

AVps = é(F(F S —JT+1) —I(I+1)) (22)

J=3und I = % sind fest, sodass AVjpg nur noch von der Gesamtdrehimpulsquantenzahl F' des
Atoms' abhéangt. F' kann die vier Werte %, %, % und % annehmen, sodass der 3D; auch in genau
vier Hyperfeinkomponenten aufspaltet.

2 Das Helium-Atom (12 Punkte)

Das Helium-Atom besteht aus einem Kern der Ladung @ = 2e und zwei Elektronen.

a) Wie lautet der Hamiltonoperator fiir das Helium-Atom, wenn ausschlieflich die Coulombsche
Wechselwirkungsenergie zwischen den Teilchen beriicksichtigt wird? (1 Punkt)

'Der Kern wird bei diesen Betrachtungen stets als ruhend angenommen, sodass er keinen Drehimpuls, sondern nur
Spin beitragt. Folglich ist der Gesamtdrehimpuls ¥ = J + I = L + S + I die Summe aus Hiillenbahndrehimpuls L,
Hiillenspin S und Kernspin I.



In der Atomphysik geht man so vor, den Hamilton-Operator des freien Teilchens schrittweise um
Wechselwirkungsterme zunehmend geringerer Einfliisse auf die Energieniveaus zu erweitern und
dadurch quasi Stiick fiir Stiick der tatsachlichen Physik von Elektronen im Atom néher zu kommen.
Der stérkste Beitrag zur potentiellen Energie stammt aus dem Coulomb-Potential des Kerns. Ein
vor allem in leichten Atomen, wie Helium, ebenfalls starker Effekt ist die Abstoflung zwischen
verschiedenen Elektronen der Hiille. Noch genauere Korrekturen, z.B. Spin-Bahn- und Spin-Spin-
Wechselwirkungen erzeugen die Fein- und Hyperfeinstruktur.

Der Hamiltonoperator des Helium-Atoms im Ortsraum nach Abseparation der Schwerpunktsbe-
wegung und unter Beriicksichtigung lediglich der kinetischen und Coulombschen Energien hat dann
die Form?

2 2 2 2
- h Ze e
A= (-21wv2 -
Z( 2u " Arwe, \M) + dmeg |1y — 1y

h? 2 2 2 1
O TSN N R
2p dre 71| 7| |7y — 73]

(23)

Hierbei wurde Z = 2 fiir Helium benutzt. u bezeichnet die reduzierte Masse bezogen auf ein
Elektron und den Kern der Masse m,, ~ 4m,, (zwei Protonen und zwei Neutronen)

mame
_ 24
h= o m (24)

b) Vernachlissigt man die Coulombwechselwirkung zwischen den Elektronen, so kénnen die
Elektronen als unabh&ngig voneinander betrachtet werden. Der Grundzustand des Helium-
Atoms ist dann durch die Elektronenkonfiguration 1s1s gegeben. Geben sie die spektroskopische
Notation dieses Zustands in der Form n?S*1L; an. Geben sie die antisymmetrisierte Wellen-
funktion fiir diesen Zustand an unter Beriicksichtigung der Orts- und Spin-Freiheitsgrade beider
Elektronen.

Hinweis: n ist die Hauptquantenzahl des ,Leuchtelektrons®, d.h. des angeregten Elektrons,
hier n =1. S ist die Quantenzahl des Gesamtspins S =S; + S,, L entsprechend die des
Gesamtbahndrehimpulses L = L; + L, der Elektronen. Auflerdem ist J = L + S. (3 Punkte)

Im 1sls-Zustand ist die Hauptquantenzahl des Leuchtelektrons n = 1, der Gesamtspin S € {0, 1}
und der Gesamtbahndrehimpuls L = 0. Mogliche Werte fiir J sind also ebenfalls {0,1}. Da die
Wellenfunktion des Systems Antisymmetrie aufweisen muss, die 1s-Wellenfunktion und damit auch
die Gesamtortswellenfunktion aber symmetrisch ist, braucht es eine antisymmetrische Spinwellen-
funktion. Das ist bekanntermafien nur mit S = 0 moglich. Die spektroskopische Notation des 1sls
-Grundzustands kann somit eindeutig als 110, angegeben werden. Mit den Ortskoordinaten 7, und
den Spinkoordinaten i € {1,2} der beiden Elektronen lautet die Gesamtwellenfunktion
\Ilglgzg(rl’ 1,7r9,2) = \Ijsym<r1’r2) : Xo,o(la 2)
(25)

¢) Wird dem Helium-Atom geniigend Energie zugefiihrt, so kann eines der beiden Elektronen
in den Energiezustand n = 2 gebracht werden. Welche angeregten Zustédnde konnen in dieser

*Hierbei wurde der sogenannte Massenpolarisierungsterm vernachlissigt. Er rithrt daher, dass der Schwerpunkt
des Systems eigentlich nicht der Ort rg des Atomkerns ist, auf den die Relativkoordinaten der Elektronen bezogen
sind (s. S. 69, Friedrich “Theoretische Atomphysik”).



Elektronenkonfiguration realisiert werden? Kennzeichnen sie diese Zustande wiederum durch
die spektroskopisch relevanten Quantenzahlen in der Form n25t!L;. Welche der Zustande
werden durch symmetrische, welche durch antisymmetrische Ortswellenfunktionen beschrieben?
(4 Punkte)

Die moglichen Quantenzahlen der Elektronen sind

1
?’Ll:l,llzo,slz 5

(26)
1
n2:2,l2€{0,1}732: 5
Daraus ergeben sich folgende spektroskop. Quantenzahlen
n=2 S e{0,1} L e {0,1} (27)
{0} fir S=0,L=0
{1} fir S=0,L=1
Ty fir § =1,L =0 (28)
{0,1,2} firS=1,L=1
In der bekannten Notation also
20, 21, 2%0, 2%, (29)

Es treten insgesamt 2 Singlettzustande (S = 0) und vier Triplettzustande (S = 1) auf. Die Singlett-
zustéande befinden sich in jedem Fall in der Spinwellenfunktion

Yoo(L,2) = % (LX) — 3 2, (1)- (30)

Diese Gleichung beschreibt die einzige Spinkonfiguration zweier Elektronen, in der S = 0 ist. Zum
S = 1-Zustand gibt es drei Spinwellenfunktionen

Aa(1,2) = 4 (1) - 0, (2)
1
Aio(L,2) = /2 (A1) - A(2) + 2 (2) - A, (1)) (31)
A-1(1,2) = A (1) - A (2)

Gleichung (30) verhélt sich antisymmetrisch unter Teilchenvertauschung, d.h. xg(1,2) =
—X00(2,1). Da die Gesamtwellenfunktion, also das Produkt aus Orts- und Spinwellenfunktion,
eines Mehrelektronensystems wie der Atombhiille antisymmetrisch sein muss, erfordern die beiden
Singlettzusténde eine symmetrische Ortswellenfunktion.

Umgekehrt sind alle Triplettzusténde symmetrisch unter Teilchenvertauschung, A, ,, (1, 2) =
Al’ms(2, 1), sodass die vier angeregten S = 1-Zusténde eine antisymmetrische Ortswellenfunktion
haben miissen.

d) Betrachtet werden die Elektronenkonfigurationen 1s2p und 1s3d. Welche Terme n2+1L
kénnen in diesen Elektronenkonfigurationen realisiert werden? Welche elektrischen Dipoliiber-
gange sind zwischen diesen Termen moglich?

Hinweis: Die Auswahlregeln fiir die im Helium vorherrschende LS-Kopplung sind



AS =0 AL,AJ,Am; € {—1,0,1}, (32)

aber nicht J =0 — J' =0 oder m; = 0 — m} = 0. (4 Punkte)

1s2p bedeutet ny =1, 1; =0, s; = %

schen Quantenzahlen

und ny, =2, Iy =1, 59 = % Somit lauten die spektroskopi-

n=2 L=1 Se{0,1} (33)
(1} fiir S = 0,L =1
Je{@@ﬁ}fﬂS:LLzl (34)

Daraus ergeben sich die Terme 2'1; und 2310’1’2. Fiir 1s3d gilt sehr ahnlich n; = 1,1, =0, 5; = 2

2
und ny, =3, 1, =2, 5, = 3.

n=3 L=2 S €{0,1} (35)
2} fir S =0,L =2
Je{ﬂﬂﬁ}fMS:LL:2 (36)

Die spektroskopischen Bezeichnungen dieses Zustands sind 3'2, und 3321’273.

Wegen AS = 0 kann es keine Ubergénge zwischen Zustinden mit unterschiedlicher Spinquantenzahl
geben. Das bedeutet, mogliche Ubergénge bestehen nur zwischen 2'1; <— 3'2, und 2310’172 —
332, 55. Gleichzeitig ist AL # 0, da ja eines der Elektronen seinen Bahndrehimpuls von p =1
zu d = 2 andern soll. Zwischen den acht zur Betrachtung stehenden Zustdnden erlauben diese
Auswahlregeln noch insgesamt sieben Uberginge.

312, 332, 332, 332,
211, 1 231, 231, 231,

Abbildung 1: Alle moéglichen elektrischen Dipoliiberginge zwischen dem 1s2p- und 1s3d-Zustand
eines Helium-Atoms
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